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　数理最適化 (mathematical optimization) や 　 
数理計画 (mathematical programming) 
という言葉、聞いたことありますか？	

簡単にいえば、 
目的を達成するための最善の手を見つけること 

• 時間最短で電車で目的駅に行くために、どの経路を選ぶか 
• 学生の希望をできるだけ叶えるような研究室の割り当て	
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最適化法	

最適化問題：　　	

•                                                     は                   で定義された実数値関数 
 
•  関数　　　　　　　　　　　　　　　　　  が     について線形 
  
　（例えば、　　　　　　　　　　　　　　　 ）ならば、 線形計画問題 
 

　と呼ばれる                    

 
	

現実の問題を最適化問題に定式化し， 
それを解く数値計算手法までを含めて呼ぶ	
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l 研究分野はオペレーションズ・リサーチ（OR） 
ü ORは、数学的・統計的モデル，アルゴリズムの利

用などによって，さまざまな計画に際して最も効
率的になるよう決定する科学的技法． 

ü ORの発祥は第二次世界大戦中のイギリス． 
防衛省にOR専門の組織が存在する． 

ü 第二次世界大戦後は応用数学の範疇にはいり，
ダンツィクが1948年に線形計画法，1951年にケン
ドールが待ち行列，1952年にベルマンが動的計
画法など、ORに欠かせない数学的手法を数多く
提唱した．	

最適化の位置づけ	
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OR （Operations Research）	

実世界	

解決すべき問題	 モデル	

モデルによる実験・分析 
 

結論	

現実に対する結論 
　 

意思決定	

モデルの世界	

オペレーションズ・リサーチ　（森雅夫，松井知己）　より	

数学的・統計的モデル，アルゴリズムの利用などによって， 
さまざまな計画に最も効率的になるよう決定する科学的技法 

（Wikipedia　より抜粋）	

捨象 
 

定式化	

解釈	

最適化法	
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代表的な最適化問題 
	

線形計
画問題	

連続最適化	 離散最適化	

半正定値計画問題	

凸二次計画問題	

凸計画問題	

非凸二次計画問題	

線形0-1整数 
計画問題	

二次0-1整数 
計画問題	

線形整数計画問題	

現実問題と結びついた 
名前で呼ばれることが多い 

 

最短路問題、巡回セールス 
マン問題、ナップサック問題 
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最適化法 
そのものに 
ついて研究	

建築　　　　   構造の最適設計 
人工知能　   将棋等のゲーム 
都市設計 　  避難場所の設定 
流通　　　　   在庫最適化 
制御工学　   クレーンの制御 
　……… 

最適化分野	

最適化問題に難しい関数が 
含まれていたら、 

どう解けばいいか？	

他分野との関係	

応用先	
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数理最適化分野における研究	
手法そのものについての研究 

	

l どうすれば難しい問題の厳密解が求まるか？	
l 不確実性を含んだ問題をどう扱ったらよいか？	

l 多項式オーダーの計算量で解ける解法はあるか？	

金融、電力、 
制御, etc.. 

	

機械学習 

Label?? 
xj 

xi 

y= -1 

y= 1 

blood pressure 

insulin 数理最適化	
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最適化法の適用例	

l  発電計画問題 
l  ポートフォリオ選択 
l  乗換案内サービス, ベーコン数 
l  直線の当てはめ 
l  研究室配属問題, 医師臨床研修マッチング 
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最適化法の適用例1: 発電計画問題 
	T電力会社では3基の発電機を保有している。それぞれ、

石炭、石油、天然ガスの燃料を用いている。需要をみた
し、コストが最小になるよう、発電機出力を決めたい。	

：電力量 [MWh]	
決めたいもの： 

需要量	

単位コスト （円/MWh）	

　　　　線形計画問題	
（解法：　単体法、内点法）	10 



線形計画問題の例	

3次元の絵を描くのが 
大変なので、2次元の 

問題にしました	

目的関数の法線ベクトル	
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実は、高校でも少し習っている	

高校数学の参考書（寺田・本部編『高校数学解法事典』（旺文社）） 
に掲載されている問題：	

u 直線　　　　　　　　　 がこの三角形領域と 
共有点を持つときに、k はその点の値を持つ。 
よって、直線が三角形と交わる範囲で 
最大・最小の k を求めればよい 
 

u 点Bを通る時にk =23、 点Cを通る時に 
k=2であり、それぞれにおいて最大値、 
最小値をとる。	

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のとき、 
 

　 
　　　　　　　　の最大値、最小値とそのときの　　　　の値を求めよ	

このやり方だと、2～3次元（変数の数が2～3 ）が限界	
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最適化問題として書きなおすと….	

最小値を求める問題	最大値を求める問題	

線形計画問題を解くための方法を学べば、 
変数の数が3以上になっても解ける。	

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のとき、 
 

　 
　　　　　　　　の最大値、最小値とそのときの　　　　の値を求めよ	
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単体法と内点法	

内点法（interior-point method）	単体法（simplex method）	

解は端点にあることが分かって 
いるので、解の候補である端点 
を目的関数が小さくなるように 
廻っていく	

端点の数が増えると 
爆発的に計算量が増加	

組合せ的複雑さ 
を回避	

多面体の内部を通って最適解に 
近づいていく．カーマーカー(‘84) 
以降に提案された内点法の中で 
最も標準的なのは主双対内点法．	

中心パスをNewton法を用いて 
数値的に追跡	

多項式時間解法	
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THE NEW YORK TIMES, November 19, 1984	

新しい解法（内点法）の出現！ 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アルゴリズム特許、高額ソフトウェア….	

THE NEW YORK TIMES, May 14, 1988	

THE WALL STREET JOURNAL, August 15, 1988	
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最適化法の適用例2: ポートフォリオ選択 
	各銘柄についてリスク（分散共分散行列）と期待リターン

を推定する。与えられたリターンの範囲内でリスクを最小
化するよう、資産の組み入れ比率を決めたい。	

：資産i の収益率の平均 
：資産j,k の収益率の共分散	

ハリー・ マーコビッツが提唱した平均・分散モデル 
( ９０年ノーベル経済学賞 ) 

　　凸二次計画問題	
（解法：有効制約法）	
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1990年のノーベル経済学賞 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自由が丘駅を出発して東京駅に行きたい。 
最短時間で行くためのルートを教えてほしい。	

自由が丘	

赤坂見附	

大井町	 東京	
	

中目黒	

恵比寿	

日比谷	

渋谷	

最適化法の適用例3: 乗換案内サービス　	

s	

t	1	

2	

3	

4	

5	

6	

l 点vi からvj を結ぶ枝の長さ（移動時間）を 
l 　　　　　　　　　点vi からvj の移動を選択する 
l 　　　　　　　　　点vi からvj の移動を選択しない 19 



0-1整数計画問題 
　　　　同値変形 

線形計画問題 自由が丘	

赤坂見附	

大井町	 東京	
	

中目黒	

恵比寿	

日比谷	

渋谷	

最短路問題	

s	

t	1	

2	

3	

4	

5	

6	
単体法、 

ダイクストラ法
等で解ける	

完全単模性のため 
 
 

に書き変えてＯＫ	 20 

キルヒホッフの第一法則 (電気回路) 
回路網上の任意の電流の分岐点におい
て電流の流入の和と流出の和は等しい	



乗換案内サービス：　駅前探険倶楽部　	
　（東芝の子会社）	

第1～K最短パスを求める 
アルゴリズムが実装されている	終点	始点	
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http://oracleofbacon.org/index.php	

ベーコン数　	



ケヴィン・ベーコン（Kevin	  Bacon,	  1958年7月8日 -‐	  ）	  
アメリカ合衆国ペンシルベニア州出身の俳優。	
	

13日の金曜日 Friday	  the	  13th	  （1980年）	  
フットルース Footloose	  （1984年）	
トレマーズ Tremors	  （1990年）	
JFK	  JFK	  （1991年）	
アポロ13	  Apollo	  13	  （1995年）	
インビジブル Hollow	  Man	  （2000年）	
ミスティック・リバー Mys@c	  River	  （2003年）	

主な出演映画	



K.ベーコン	 俳優A	 俳優B	

共演有り	 共演有り	

俳優Aのベーコン数は1	
俳優Bのベーコン数は2	







　　　m個のデータ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
　　　に最もフィットする直線を見つけたい。	

　　　制約なし凸計画問題 
だからOK！	

最適化法の適用例4: 直線の当てはめ　	

について微分して“=0” 
とした線形方程式系を解けばいい	

どうしてこれで最適解が 
得られたことになるの！？	 27 



最適化問題の解き方　（最急降下法）	

ただし、	

解きたい問題：	

極小解	

ボールが坂を下る方向 
（傾きがきつい方向）に 
進んでいく方法	



制約なし最適化問題の最適性条件	

ü ある　　が最適解になるための必要条件のことを最適性条件 
ü 制約なし最適化問題の最適性条件（必要条件）は　微分して“=0” 
　つまり、最適解　　は　　　　　　　　　　　を満たす 
 

は微分可能な実数値関数	

あくまでも、必要条件	
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高校数学を思い出してみよう	

 
ü  
　 のとき，　　　　　　　　　の実数解は　　　　　　　　　　　　(重解) 

ü 　　　　では 　　　　 　　　となるが， 
　　　　　の前後で符号は変化していない． 
 

は微分可能な実数値関数	

1変数関数　　　　　の極小値は増減表を使うことによって見つけられる 

x 　	 1	 　	 2	 　	

f’(x) － 0	 + 0	 + 

f(x) 　	 　	
極小値	
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凸関数の場合には….	
ü 制約なし最適化問題の最適性条件（必要条件）は　微分して“=0” 
　つまり、最適解　　は　　　　　　　　　　　を満たす 
 
ü 　　　　　が凸関数の場合には逆も成り立つ： 
　 
　　　　　　　　　　　をみたす点　　 （停留点と呼ばれる）は最適解である 
 
 凸関数の定義：　任意の点　　　　　　、任意の　　　　　　　に対し、 

 
が成り立つ 
 
凸関数の判定法：　　　　　　　が凸関数　　 
 
　 
すべての　　に対してヘッセ行列　　　　　　　が非負定値行列	 31 



　　　m個のデータ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
　　　に最もフィットする直線を見つけたい。	

「直線の当てはめ」を求めよう！	

ü 凸関数かどうか確かめましょう 
 

ü 　　　について微分して“=0” 
　　とした式を作りましょう 
ü 上で求めた2変数、2本の線形方程式を解いてみよう	32 



ü  m個の研究室、n人の学生 
ü  研究室 i の定員は 
ü  学生の満足度を、すべての学生の得点の合計とする 

•  第一希望の研究室に所属した時は70点、 
第二希望の時は40点、第三希望の時は10点 

•  第三希望までの研究室に入らなければ―100万点 

すべての学生から研究室希望調査票（第一から第
三希望まで）を回収した。 
l  すべての学生がどれか１つの研究室に所属し、

どの研究室も定員をオーバーしない 
l  学生の満足度を最大にする 
ように研究室配属を決めたい　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　	

最適化法の適用例5：研究室配属問題	
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研究室配属問題をモデリングをしてみよう！	



ü  m個の研究室、n人の学生 
ü  研究室 i の定員は 
ü  学生の満足度を、すべての学生の得点の合計とする 

•  第一希望の研究室に所属した時は70点、 
第二希望の時は40点、第三希望の時は10点 

•  第三希望までの研究室に入らなければ―100万点 

モデリングする上でのヒント	

…. 学生 j を研究室 i に所属させるとき 
…. 学生 j を研究室 i に所属させないとき	

	
変数	

…. 学生 j が研究室 i を第一志望にしている 
…. 学生 j が研究室 i を第二志望にしている	
…. 学生 j が研究室 i を第三志望にしている	
…. 上記以外の場合	

	
	
	

目的関数の係数（与えられたデータ）	
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研究室配属問題	

…. 学生 j が研究室 i を第一志望にしている 
…. 学生 j が研究室 i を第二志望にしている	
…. 学生 j が研究室 i を第三志望にしている	
…. 上記以外の場合	
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ü  すべての学生の得点の合計を最大にする　（平均） 
 

研究室配属モデルの改良	

 学生 j を研究室 i に所属させる/させない	

	 学生 j が研究室 i を志望する度合い 
	
	
	

目的	

ü  すべての学生間の最低満足度を最大にする 
 

ü  すべての学生間の満足度のばらつきを最小化する 
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NUMBB3RSで取りあげられた適用例 
	Sommer Gentry (the Johns Hopkins University School of Medicine)  

 
The Optimized Match problem is formulated as a maximum edge 
weight matching, meaning that points are assigned to every edge 
(possible match) in the graph. Then, an optimized match selects the 
combination of edges which gets the most points while assigning 
each incompatible donor and patient to only one paired donation. 
There are many many possible combinations of matches for a pool 
of incompatible pairs - as many as 10^250 (yes, that's 1 with 250 
zeroes!) for 1000 patients and their donors. Luckily, this problem can 
be solved very efficiently on a personal computer using a procedure 
based on the Edmonds algorithm. 
 
	

37 http://www.optimizedmatch.com	



最大重みマッチング 
	マッチング：点集合 V , 枝集合 E からなるグラフ G = (V, E) に

おけるマッチングとは，どの二つの枝も端点を共有しない枝
部分集合 M ⊆ E のこと 
 

最大マッチング：　枝数最大のマッチング 
 

最大重みマッチング：グラフ G = (V, E) の各枝 e ∈ E に非負
重み w(e) ≥ 0 が与えられているときに， 
が最大となるマッチングM 
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安定配分理論と市場設計の実践	
 
ロイド・シャープレー  
    協力ゲームの理論の第一人者 
アルビン・ロス  
   実験経済学が専門．理論だけでなく、現在の経済制度自体の 
　設計を目指しているのが特徴． 
　　＊医学生と病院のマッチング 
　　＊公立学校選択システム 
　　＊腎臓移植の交換メカニズム 
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2012年度ノーベル経済学賞	

2014/05/29 11:19医師臨床研修マッチング協議会　－Japan Residency Matching Program－

1/1 ページhttps://www.jrmp.jp/

　
2014年度研修医マッチングスケジュール
病院・研修ﾌﾟﾛｸﾞﾗﾑ情報が提出され申込受付が済んだ病院一覧
各地の研修病院合同説明会
大学病院・臨床研修病院へのお知らせ
6年生・既卒者へのお知らせ
全国のマッチング参加病院・研修プログラム検索

参加申込書（病院用）

組合せ決定のアルゴリズム図解
マッチングのアルゴリズムをわかりやすく図解

研修病院・研修プログラム検索

参加申込書様式と参加登録
手続（送付方法）について

サイトマップ
このサイトで迷ったら

過去のマッチ結果・記者発表資料等

新たな臨床研修制度のホームページ
厚生労働省のページへリンク

仮契約書（様式例）

左上の組み合わせ決定のアルゴリズム図解をご覧になる場合は、Adobe Flash Playerが必要です。インスト
ールされていない方は右のバナーより、Adobe Flash Playerをダウンロードしてください。

PDFファイルをご覧になる場合は、Acrobat Readerが必要です。インストールされていない方は右のバナー
より、Acrobat Readerをダウンロードしてください。

  



ゲール＝シャープレーアルゴリズム 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行きたい研究室のランキング（学生）、欲しい学生の優先順位 
（先生）に基づいて望ましいマッチングを実現するための方法 
 
 

・第一ステップ：各学生をぞれぞれの第一希望の研究室に割り振
る。定員数を越えなければ希望学生をその研究室に仮マッチさせ
る。定員を上回った場合には、優先順位に応じて上から順番に学
生を選び定員の数だけ仮マッチさせる。 
 
・第二ステップ：第一ステップでもれた学生をそれぞれの第二希望
の研究室に割り振る。第二ステップで移動した学生と既に仮マッ
チしている学生とを合わせて、先程と同じようにマッチングを行う。 
・選考からこぼれる学生が一人もいなくなるまで同様の手順を続
ける。	



参考文献 
	

数理計画、　最適化法、　オペレーションズ・リサーチ 
といったキーワードの入った教科書 

l 最適化法　           （田村明久・村松正和、共立出版） 
l 数理計画　                             （刀根薫、朝倉書店） 
l 非線形最適化の基礎　         （福島雅夫、朝倉書店） 

l オペレーションズ・リサーチ　 
　　　　　　　　　　　　    （森雅夫・松井知己、朝倉書店） 
l 意思決定のための数理モデル入門 
                                        （今野浩・後藤順哉、朝倉書店）	

理論的	

実践的	
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ＯＲを適用している企業事例 (LP) 
	

Chapter 1  
ü Absolutely, Positively Operations Research: The Federal Express Story  

Chapter 2  
ü Planning the Netherlands' Water Resources  
ü A Scheduling and Capable-to-Promise Application for Swift & Company  
ü Bombardier Flexjet Significantly Improves Its Fractional Aircraft Ownership Operations  
ü General Motors Increases Its Production Throughput  
ü Philips Electronics Synchronizes Its Supply Chain to End the Bullwhip Effect  
ü Pricing Analysis for Merrill Lynch Integrated Choice  
ü SLIM: Short Cycle Time and Low Inventory in Manufacturing at Samsung Electronics  
ü Interactive Optimization Improves Service and Performance for Yellow Freight System  
ü Optimizer: IBM's Multi-Echelon Inventory System for Managing Service Logistics  
ü OMEGA: An Improved Gasoline Blending System for Texaco  
ü Let the Needles Do the Talking! Evaluating the New Haven Needle Exchange  
ü A Break from Tradition for the San Francisco Police: Patrol Officer Scheduling Using an 
Optimization-Based Decision Support System  
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Introduction to Operations Research, 9th edit., 2010  
                                                                        (F. S. Hillier, G.J. Lieberman)  



ＯＲを適用している企業事例 (LP) 
	Chapter 3  

ü GE Asset Management, Genworth Financial, and GE Insurance Use a Sequential-Linear 
Programming Algorithm to Optimize Portfolios  
ü Hongkong International Terminals Gains Elastic Capacity Using a Data-Intensive Decision-
Support System  
ü Operations Research Advances Cancer Therapies  
ü Optimization of the Production Planning and Trade of Lily Flowers at Jan de Wit Company  
ü United Airlines Station Manpower Planning System  
ü Raw Material Management at Welch's, Inc.  
ü Optimizing Restoration Capacity in the AT&T Network  
ü A Solution to Post Crash Debt Entanglements in Kuwait's al-Manakh Stock Market  
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